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Ejercicio 84.1 En un problema (1 + 1), con dos masas que se mueven
con velocidades v, y v, en un sistema de referencia O arbitrario:

a) Demostrar que la velocidad del sistema de referencia centro de momentos
es v = (p, + pu)/(Ea + Eb).

Sean p. y py los cuadrimomentos de las particulas ay b; p’ = Eay pu’ = Ex(c = 1),y
Pa Y pv los trimomentos respectivos de las particulas (en este caso tienen una sola

componente).
E. (=
Pa = bv =
Pa Po

La matriz A°°™ nos permite pasarde pay p» @ p."My p,cM:

Ea EaCOM Eb EbCOM

p.SOM = AcOoM — p,SOM = AcCOM —

pa paCOM pb prOM

La expresion de A°M es:
1 . VCOM
ACOM - rY(VCOM)
_ VCOM 1



Entonces:

EaCOM - rY(VCOM) (Ea _ VCOMpa) paCOM = ’Y(VCOM) (_ VCOMEa + pa)

EbCOM = /Y(VCOM) (Eb _ VCOMpb) prOM - 'Y(VCOM) (_ VCOMEb + pb)
Si tomamos las dos ecuaciones de la derecha y las sumamos:

paCOM + prOM = /Y(VCOM) (_ VCOMEa + Pa - VCOMEb + pb)

COM —

Como por la definicién de sistema COM, p.°M + py 0, se deduce:

vEM = (pa + pou)/(Ea + Eb)

CcoMm

b) Obtener p.°“vy ps

La matriz A®" con vCM = (p, + py)/(Ea + Eb) toma el siguiente aspecto:

1 - (Pa + pb)/(Ea + Ev)
ACOM — 1/[1 - (pa + pb)z/(Ea + Eb)2]1/2 .

- (Pa * pPv)/(Ea + Eb) 1

Entonces:

Ea2 + EaEb - paz' papb
QaCOM = ACOM Pa= 1/[(Ea + Eb)2 _ (pa + pb)2]1/2 .

Ebpa - Eapb



Ev? + E.E, — pbz- PaPo
QbCOM = ACOM P = 1/[(Ea + Eb)z _ (pz‘1 + pb)2]1/2 .

Eapb - Ebpa

c) Calcular E®M,

Ahora tomamos las dos ecuaciones del apartado a) de la izquierda, y las sumamos:

ECOM = EaCOM + EbCOM - rY(VCOM) (Ea _ VCOMpa + Eb _ VCOMpb)
Sustituimos Y(v*)y v°°M en la expresion anterior, obteniendo:

EC = 1/[(Ea + Es)* - (Pa + Po)’]"* - [Ea(Ea + Ev) — Pa(Pa + Po) + Ex(Ea + Es)- Po(Pa + po)]

Asi pues:

ESM = [(Es + Eo)” - (Pa + po)] ™

Ejercicio 84.2 Hacer lo mismo que en el ejercicio 84.1 pero para un
sistema de referencia LAB con v,"**® = 0:

a) Demostrar que la velocidad del sistema de referencia LAB con v,"*® = 0 es
VvHB = pb/Eb.

De igual forma que en el ejercicio anterior:

Pa Py =

Pa

]
[
m
joo)
-

EbJ
Po



La matriz A"*® nos permite pasar p.y p» a p."®y pp"E.

Ea EaLAB Eb EbLAB
P8 = ALAB - po8 = ALAB -
Pa Pa® Po Po

LAB

La expresion de A“® es:

1 _ LB
ALAB _ V)
_ LB 1
Entonces:
E.”% = Y(v) (Ea — v**pa) P8 = Y(v°) (- VPEa + po)
EoB= Y(v*) (E, — V®py) Po"® = Y(v2) (- VVPEp + po)

Por la definicion de sistema LAB, p,~® = 0:

0= YW (- V"*°Ep + py)

de lo que se deduce:

VM = py/E,

LAB

b) Obtener p.,**®y p,

La matriz A“*® con v-*® = p,/E, toma el siguiente aspecto:



1 - pb/Eb
LAB — _ 2 2\1/2 ,
AV = 1/(1 = pA/E2)

- pb/Eb 1

Entonces:

EaEb - papb
QaLAB - ALAB Qa = 1/(Eb2 _ pb2)1/2 .

Ebpa = Eapb

Ep? — py2 (Eb2 — pp2)'"2
DB = A8 po = 1/(Ep? — ppd)'? - —

- Evpp + Ebpo 0

LAB —

Podemos comprobar que vy 0, de acuerdo con la definicion.

c) Calcular E"®,

ELAB = E,AB 4 E AB= YW (En— VHBp, + Ep — vH48py)

Sustituimos Y(v*®)y v-*® en la expresion anterior, obteniendo:

EYE = 1/(1 - pr/Eb2)1/2 . (Ea — pu/Eb’ pa + Ep — pu/Ep’ pb)



Asi pues:

EY® = 1/(Ev* — pos®)"?* (EaEb + Eb* — pPapb- pv?)

Ejercicio 84.3 Obtener la matriz de cambio de coordenadas que nos
lleva del sistema LAB (v, = 0) al sistema COM.

Supongamos que nos encontramos en un sistema de referencia LAB (v, = 0)
observando el choque de dos particulas, y queremos encontrar la matriz cambio de
coordenadas que nos lleve del sistema LAB al COM.

Razonando de forma similar al ejercicio 84.1 encontramos que la velocidad a la que
se tiene que mover el sistema COM respecto al LAB es:

VCOMLAB - pa/(Ea + Eb)

La funcion 7y (veoMe):

'Y(VCOMLAB) — 1/[1 _ paZ/(Ea + Eb)2]1/2

Y la matriz ACOM-18:

1 - pa/(Ea + Es)

A\ COMLAB — 1/[1 _ paZ/(Ea + Eb)2]1/2 .

- pa/(Ea + Eb) 1

COMLAB bCOMLAB

Calculamos ahora p, y p



Ea2 + EaEb - pa2

QaCOMLAB = AcComLAB pa = 1/[(Ea + Eb)2 _ pa2]1/2 .

Ebpa
Como v, =0, py» = 0, de modo que:
1 -p/(Ea+ Eb) | | Ep
QbCOMLAB = ACOMLAB Po = 1/[1 _ pazl(Ea + Eb)2]1/2 .
- po/(Ea + Eb) 1 0
E.E, + Eb2
QbCOMLAB = ACOMLAB Db = 1/[(Ea + Eb)2 _ paz]wz .
= Ebpa

COMLAB COMLAB.

Si sumamos pa Y Po

(Ea+ Eb)’ - pa’

QCOMLAB - 1/[(Ea + Eb)2 _ pa2]1/2 .

Comprobamos que p®oM-AB = p COMAB 1 COMLAB = (0 que es lo que tiene que dar.



Ejercicio 84.4 Demostrar que para un sistema que va de 2 a 2 particulas
la suma de las variables Mandelstam: s + t + u = m,”> + m,? + m:22 + m4%.

Las variables Mandelstam se definen:

2

S = (pa + Pv)° t = (pa — pc)? U = (Pa — Pa)

Si tenemos en cuenta el principio de conservacion del momento:

Pa + Db = Pc + Pd

Como las particulas son reales (on shell):

Sumamos:

S+ t+ U= o+’ +2paPy+ Pa’ + P’ — 2paDc + Pa” + P - 2Day

Operamos:

S+t + u=3m2+mp+md+me + 2pa(py - Pe - Pa)

Aplicando la conservacion del momento:

Qb = Qc‘Qd = 'Qa

Sustituimos:

s+ t+u=3ms+ mp+m?+ me - 2pa2

Concluyendo la demostracion:

s +t+u=m.?+my?+ ms+md



